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1 ブレイド群

Definition 1.1. I3 を立方体 {(x, y, z) | 0 ≤ x, y, z ≤ 1}, n を自然数とし, I3 の上面と下面に n 点ずつ

Pi = (i/(n + 1), 1/2, 1), Qi = (i/(n + 1), 1/2, 0) (i = 1, 2, . . . , n) をとる. s1, s2, · · · , sn を I3 内の互い

に交わらない折れ線で {P1, P2, . . . , Pn} と {Q1, Q2, . . . , Qn} を結ぶものとする. このようなひもの和集合

b = s1 ∪ s2 ∪ · · · ∪ sn を n次ブレイドといい, 各 si を stringという.

Definition 1.2. n 次ブレイド b1, b2 に対して, ambient isotopy ft : I3 → I3(0 ≤ t ≤ 1) で ft | ∂I3 =

id(0 ≤ t ≤ 1), f0 = id, f1(b1) = b2 を満たすものが存在するとき, b1 と b2 は同値であるという.

Definition 1.3. n次ブレイド b1, b2 に対して, b1 を上に b2 を下にしてそのまま重ねて, さらに高さを半分

に縮めてできるブレイドを b1 と b2 の積といい, b1b2 で表す.

b1 b2

b1b2

n次ブレイド全体を上の同値関係で割ったものはこの積に関して群をなす. 単位元は Pi と Qi を z 軸に平行

な直線で結んだものであり, ブレイド bの逆元は平面 z = 1/2に関する bの鏡像である. この群を n次ブレイ

ド群といい, Bn で表す.以下 Bn の元も単にブレイドという.

Theorem 1.4. n次ブレイド群において, σi を図のように i番目と i + 1番目の stringを i + 1番目の string

が手前にくるようにひねったブレイドとする.

n次ブレイド群 Bn は σ1, σ2, . . . , σn−1 によって生成され, その群表示は

< σ1, . . . , σn−1 | σiσk = σkσi(|i− k| ≥ 2), σiσi+1σi = σi+1σiσi+1(i = 1, 2, . . . , n) > .
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2 ブレイド群と linkの関係

R3 内に置かれた立方体 I3 内のブレイド bはその上端と下端を I3 の外部で適当に閉じることにより linkに

することができる.このとき最も一般的な閉じ方は図のように Pi と Qi をそのまま縦に他の弧と絡むことなし

に結ぶ方法である.

このようにしてできる linkを縦に閉じたブレイドといい, b̂で表す. linkの各成分の向きは bにおいて上か

ら下に向かう向きをつける. link Lを縦に閉じたブレイドで表示することを Lのブレイド表示という. 以下向

き付けられた linkを単に linkという.

Theorem 2.1. 任意の linkはブレイド表示可能である.

ブレイド群と linkの間には次のような関係がある.

Definition 2.2. 異なる次数のブレイド群 Bm, Bn(m < n)に対し, Bm の生成元 σi と Bn の生成元 σi を同

一視することによって Bm ⊂ Bn とみなすことができる.しかしこのようにみなすと, ブレイド群の元 bと書

いた場合, bの次数がはっきりしないので bと bの次数 nを組にして (b, n)と表すことにする.そしてこのよう

な組の全体を B = {(b, n) | n ∈ N, b ∈ Bn}と書く. B の中での次のような変形をマルコフ変形という.

(1) (b1b2, n) ↔ (b2b1, n)

(2) (b, n) ↔ (bσ±1
n )

(1)を共役変形, (2)を安定化変形という. 有限回のマルコフ変形で移り合うブレイドをマルコフ同値なブレ

イドという.
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Theorem 2.3. ブレイド (b, n), (b′, n′) に対し, 縦に閉じたブレイド b̂ と b̂′ が同型である必要十分条件は

(b.n)と (b′, n′)がマルコフ同値であることである.

次に linkの不変量であるブレイド指数について知られていることを述べる.

Definition 2.4. link Lをブレイド表示するために最小限必要なブレイドの stringの数を Lのブレイド指数

といい, b(L)で表す.

Definition 2.5. link Lの diagram D に対し, D の交点における平滑化という操作を図のように定める.

D のすべての交点を平滑化すると, いくつかの円周 S1, S2, · · · , Sm が得られる.この円周をザイフェルト円

周という.

ザイフェルト円周の数とブレイド指数に関して次の定理がある.

Theorem 2.6. link L に対し, その diagram に最低限必要なザイフェルト円周の個数はブレイド指数に等

しい.

与えられた linkに対してそのブレイド指数を求めることは容易ではないが, それを評価する定理がある.

Theorem 2.7. link Lに対し, 次の (P1), (P2)をみたす linkの不変量 P (L; v, z) ∈ Z[a, a−1, z, z−1]が一意

的に存在する.

(P1) P (©) = 1

(P2) t−1P
(
¡¡µI ; t, z

)
− tP

(
@@Iµ; t, z

)
= zP

(
µI ; t, z

)

この P (L; v, z)を Lのホンフリー多項式という.

Theorem 2.8. link Lに対し, そのブレイド指数 b(L)とホンフリー多項式 P (L; v, z)の v の最大次数 E と

最小次数 eは以下の不等式をみたす.

b(L) ≥ E − e

2
+ 1

この定理は非常に有効的で 10交点までの素な knotに対して, 942, 949, 10132, 10150, 10156 を除いて等号が

成立する.
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3 今考えていること

Lを有向結び目 K1,K2 を成分にもつ 2成分絡み目とし, L = K1 ∪K2 で表します. K2 の向きを逆にした

ものを K̄2 と表したとき L′ = K1 ∪ K̄2 は一般的に Lとは有向同型ではありません.

そこでこの Lと L′ がどのように異なるかに興味があり,特にブレイドとしてみたときどのように変化するか

という事を考えていきたいと思っています.

Lをブレイド表示した後に K2 の向きを逆にすると, K1 をブレイド表示したものに結び目が絡んでいるもの

としてみる事ができます.このとき K1 を全く動かさずに K2 のみ動かしてブレイド表示するにはどうすれば

よいか,ということを現在考えています.
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