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n個の円周 S1 ∪ · · · ∪ S1 の 3次元ユークリッド空間 R3 や 3次元球面 S3 への埋め込

みを絡み目といい, 特に n = 1のときを結び目という. 古典的結び目理論の一般化として,

様々な対象の埋め込みについて研究がなされている. そのうち, 空間グラフとはグラフ G

の R3 や S3 への埋め込みのことである. Gが 2つの頂点とそれらをつなぐ 3本の辺から

構成されるときに, その空間グラフを θ-曲線という. また, Gが 2本のループと, それぞれ

のループ上に存在する頂点をつなぐ 1本の辺から構成されるとき, その空間グラフを手錠

グラフという.

結び目の研究の大きな問題として分類問題がある. すなわち, 2つの結び目が与えられ

た際にそれらが同値かどうかを調べるというものである. そして, アンビエントアイソト

ピーでの同値関係による分類で, 結び目および絡み目の表をつくるという研究がある. 同

様に, 空間グラフ理論においても表を作るという研究が存在する. 特に θ-曲線に関して

は, 1987年に J. Simonによって 5交点以下, 1989年に R. A. Litherlandによって 7交

点以下, 1990 年に T. Harikae によって 9 交点以下の特殊なものの表が作成されてきた.

しかし彼らの方法はまず結び目ありきで, それに辺を付け加えて得られた θ-曲線の分類

であることが見て取れる. さらに, 1989年の Litherlandによる 7交点以下の素な θ-曲線

の表は個人的な手紙に書かれていて, 公式の論文としては発表されておらず, 7 交点以下

の素な θ-曲線が全て挙げられているかどうかについては証明されていなかった. そこで,

Litherlandの作った表を一度忘れて, 新たに 7交点以下の素な θ-曲線の表を完成させよう

というのが研究の動機である.



私は前述のような結び目ありきという考えではなく, 空間グラフを R2 上の正則射影

図として全て数え上げた後に分類するという方法をとった. そのヒントとなったのが,

1969 年の J. H. Conway によるタングルと基本多面体という概念を用いた方法である.

Conway は手作業によって 11 交点以下の素な結び目と 10 交点以下の素な絡み目の表を

作成した. ここで, タングルとは 3次元球体 B3 と B3 内のプロパーな 1次元多様体 t（た

だし tの境界は空集合でないとする）の対 (B3, t) の R2 への正則射影図のことで, 基本多

面体とは 2辺形を持たない, 4価の平面グラフのことである. 基本多面体の頂点に代数タ

ングルとよばれる特殊なタングルを代入することで結び目が得られるという Conway の

表示法を利用すると, 交点の少ないものから順に結び目および絡み目を数え上げられる.

Conwayの表示法を応用して θ-曲線の R2 上の正則射影図を全て数え上げるために, 以

下の 2つの仕事が必要である. 第 1に, 代数タングルの表が必要である. これについては

1980年に Y. Nakanishiによって 6交点以下の代数タングルは分類されていたので, それ

を 7交点までに発展させた. 第 2に, Conwayの基本多面体に代わる, 3価頂点が 2個で他

の頂点は全て 4価の θ-多面体の表が必要である. これについては先行した結果が無かった

ので, 素で基本的な θ-多面体を数え上げた. その後, 素で基本的な θ-多面体の 4価頂点に

代数タングルを代入することで, 7交点以下の素な θ-曲線の R2 上への正則射影図を全て

数え上げることに成功した. その結果として, Litherlandの表が完全であるということを

証明した. また, 分類の際に Litherlandは Alexander多項式を利用しているが, それらは

山田多項式でも分類可能なことが分かった.

さらに, 私は同様の手法を用いることにより, θ-曲線に類似した空間グラフである手錠

グラフの数え上げにも取り組み, 7 交点以下の素な手錠グラフの表を初めて完成させた.

また, 7交点以下の手錠グラフも山田多項式で分類できることが分かった.

また, アンビエントアイソトピーよりも柔軟な同値関係のひとつに, 近傍同値というも

のが存在する. 現在は, 私が作成した表中の θ-曲線や手錠グラフを近傍同値で分類すれば

どうなるのかを考えている最中である.


