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本稿では，現在研究していることの概要及び得られた結果を述べる．

3次元ユークリッド空間 R3（もしくは 3次元球面 S3）へ埋め込まれた µ個の単純閉曲

線を µ成分絡み目といい, 特に µ = 1のときは結び目という．R3 内の µ成分絡み目 Lと

L′ に対して, 向きを保つ同相写像 φ : (R3, L) −→ (R3, L′)が存在するとき, 絡み目 Lと

L′ は同値であるという．任意の絡み目 L ⊂ R3 に対して, 射影 π : R3 −→ R2 を, π(L)
が有限個の横断的に交わる二重点以外に自己交叉を持たないように取れる．紐の上下の

情報を与えた, 横断的に交わる二重点を交点といい, π(L)に交点の情報を与えたものを絡
み目 Lのダイアグラムという．ダイアグラム D の各成分に沿って辿ると上下交点が交互

に現れるとき, ダイアグラム D は交代であるといい, 交代ダイアグラムを持つ絡み目を交
代絡み目という. 同値な絡み目に対しては同じ値を取る代数的量のことを絡み目不変量と
いう．アレクサンダー多項式とは, 整数係数ローラン多項式に値を取る不変量で, この多
項式は ±tl 倍の違いを無視して絡み目に対して一意的に定まる [1]．絡み目 L に対して,
∂F = Lを満たす向き付け可能な曲面 F を Lのザイフェルト曲面といい, 絡み目 Lの種

数 g(L)を g(L) = min{g(F ) | F : Lのザイフェルト曲面 }と定義する．
交代絡み目のアレクサンダー多項式に関して，次のことが知られている．

命題 1 ([3], [6]). Lを µ成分非分離交代絡み目，Lのアレクサンダー多項式を ∆L(t) =∑m
j=0 ajt

j とする．このとき，次が成り立つ．

(i) ∆L(t) = 1又は，k = 0, 1, . . . ,m − 1に対して，akak+1 < 0が成り立つ．
(ii) m = 2g(L) + µ − 1が成り立つ．

定義 2. 整数係数多項式 f(t) =
∑m

n=0 antn が次の条件を満たすとき, 台形的であると
いう.
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(i) a0, a1, . . . , am ̸= 0かつ，これらは同符号である.
(ii) tmf(t−1) = f(t)が成り立つ.
(iii) 0 < |a0| ≤ |a1| ≤ · · · ≤ |a[ m

2 ]|が成り立つ.
(iv) ある iに対して，ai = ai+1 が成り立つとすると，j = i, i + 1, . . . , [m

2 ]に対して，
ai = aj が成り立つ.

交代絡み目のアレクサンダー多項式に関して，R. H. Foxによる台形予想と呼ばれる次
の予想がある．

予想 3 ([4]). Lを交代絡み目とすると, ∆L(−t)は台形的である.

台形予想は, 1979 年に R.I. Hartley によって 2-橋絡み目に対して [5], 1985 年に K.
Murasugiによって交代代数絡み目に対して [9], 各々正しいことが証明されている.

また，絡み目のファイバー性に関しても，交代絡み目に関しては次の命題が与えられて

いる．

命題 4 ([8]). Lを交代絡み目とする．このとき，Lがファイバー絡み目であるための必

要十分条件は Lのアレクサンダー多項式がモニックな多項式であることである．

次の命題はよく知られた事実である．

命題 5. 種数 1のファイバー交代結び目は 31（三つ葉結び目），41（8の字結び目）に限る．

種数 2の交代結び目は 24個のある交代結び目と t′2 moveと呼ばれる図のようなダイア
グラムの局所変形操作によって完全に記述されることが知られている ([2], [11])．24個の
結び目とは，51, 62, 63, 75, 76, 77, 812, 814, 815, 923, 925, 938, 939, 941, 1058, 1097, 10101, 10120,

11123, 11148, 11329, 121097, 121202，134233 のことである.

t2' t2'

,

図 1 t′2 move

このことから，種数 2の交代結び目を調べるには，上記の 24個の結び目と t′2 moveを
調べればよいことになる．結び目のアレクサンダー多項式を重み付き有向平面グラフから
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求める手法を用いて，24個の結び目と t′2 moveを調べることで，以下の定理を得ること
ができた．

定理 6. 台形予想は，種数 2以下の交代結び目に対しては正しい．

定理 6は，P. Ozsváthと Z. Szabóによって，Floer Homologyを用いることで証明さ
れている [10].

定理 7. 次の多項式は台形性を満たすが，交代結び目のアレクサンダー多項式として実現

できない．

1 − n1t + (2n1 − 1)t2 − n1t
3 + t4 for n1 = 4 or n1 ≥ 8,

1 − n2t + (2n2 − 3)t2 − n2t
3 + t4 for n2 ≥ 6

また，n1 = 1, 2, 3, 5, 6, 7, n2 = 2, 3, 4, 5に関しては実現する交代結び目は存在する．（系
8に書いてある結び目である．）

命題 4と定理 7から次の系を得る．

系 8 (cf. [7]). 種数 2 の交代ファイバー結び目は以下の結び目が全てである：
51, 5∗1, 62, 6∗2, 63, 76, 7∗6, 77, 7∗7, 812, 31#31, 31#3∗1, 3

∗
1#3∗1, 31#41, 3∗1#41, 41#41．

また，これら種数 2の交代ファイバー結び目と t′2 moveを調べることで，次の定理を得
ることができる．

定理 9. 次の多項式は台形性を満たすが，交代結び目のアレクサンダー多項式として実現

できない．

2 − m1t + (2m1 − 3)t2 − m1t
3 + 2t4 for m1 = 5, 8, or m1 ≥ 14,

2 − m2t + (2m2 − 5)t2 − m2t
3 + 2t4 for m2 ≥ 12

上記の多項式に含まれない交代多項式は全て交代結び目の多項式として実現される．そ

れが以下の定理である．

定理 10. 種数 2の素な交代結び目でアレクサンダー多項式の定数係数が 2であるものは，
鏡像を無視すると以下の結び目が全てである：75, 84, 86, 88, 811, 813, 814, 98, 912, 914,
915, 919, 921, 937, 1013, 1035．又，種数 2 の合成交代結び目でアレクサンダー多項式の
定数係数が 2であるものは，以下の結び目が全てである：31#52, 3∗1#52, 31#5∗2, 3∗1#5∗2,
31#61, 3∗1#61, 31#6∗1, 3∗1#6∗1, 41#52, 41#5∗2, 41#61, and 41#6∗1.
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