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5次元ブラックホールの形成条件と
時間発展数値解析



Brane-World models give new viewpoints to gravity and 

cosmology.

LHC experiments will (or will not) reveal Higher-Dim 

BHs in near future.

余剰次元

重力

重力

4-dim BH : horizon is S2,

Stable solutions

Schwarzschild --- Birkoff theorem (M)

Kerr                 --- uniqueness theorem

(M, J) 

0. Motivation



4-dim BHs Higher-dim BHs :

Schwarzschild Tangherlini

--- unique & stable

Kerr Myers-Perry

--- maybe unstable in higher J

black ring (Emparan-Reall)

black Saturn

di-rings, orthogonal di-rings, ...
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v

Black Objects



black hole

black string

black ring (Emparan-Reall)

black Saturn

di-rings, orthogonal di-rings, ...

0. Motivation

Black Objects

5D Gravitational collapse

Naked singularity?

Stable?

Formation Process ?

Stability ?

Dynamical Features?



Outline

1. 重力崩壊とフープ仮説

2. 5次元時空の初期値問題
・4次元楕円体とリング形状分布に対する初期解

(Yamada and Shinkai,  CQG 27, 045012)

・時間発展予想

・ハイパー・フープ仮説の検証

3. 5次元時空での重力崩壊シミュレーション
・数値計算手法

・4次元楕円体分布の重力崩壊 (Yamada and Shinkai, PRD 83, 064006)

・4次元リング分布の重力崩壊



1. 重力崩壊とフープ仮説



フープ仮説
K. S. Thorne, in Magic Without Magic, edited by J. R.Klauder 

(Freeman, San. Francisco, 1972), p. 231

Horizons (probably) form when and only when a mass 

M gets compacted into a region whose circumference 

in every direction is C ≦ 2π×(2GM/c2) .

BH form 

もし、C≧ 2π×(2GM/c2) なら

→ 裸の特異点？

Cの定義は？ Mの定義は？



初期値解系列の解析
Nakamura, Shapiro, Teukolsky, PRD 38, 2972 (1988)

・回転楕円体を重力源としておいた場合の、初期値解

系列の解析。

・時間反転対称。

No AH No AH

極端に細長い物質分布の

場合、Apparent horizonは

形成されない。



Minimum circumference(物質周りで円周Cが

最小)を計算。

簡単に求められる。

MはADM MASS



楕円体分布の重力崩壊



5次元時空でのフープ仮説

ブラックストリング周りの円周Cは、明らかに無限大。

BH form ×

フープ仮説をみたしていない。

高次元時空での物質のコンパクトさを測る

指標は何か？



ハイパー・フープ仮説
Ida, Nakao, PRD 66, 064026 (2002)

スピンドル形状の初期値解系列の解析(5D)

AHの3次元体積、2次元表面積、1次元長さ



ハイパー・フープ仮説
Ida, Nakao, PRD 66, 064026 (2002)

スピンドル形状の初期値解系列の解析(5D)

AHの3次元体積、2次元表面積、1次元長さ



ハイパー・フープ仮説
Ida, Nakao, PRD 66, 064026 (2002)

スピンドル形状の初期値解系列の解析(5D)

面積S1には、上限がある。

AHの3次元体積、2次元表面積、1次元長さ



ハイパー・フープ仮説
Ida, Nakao, PRD 66, 064026 (2002)

リング形状の初期値解系列の解析(5D)

AHの2次元表面積



Hyper hoop conjecture for spheroial matter
Yoo, Ida, Nakao, PRD 71, 104014 (2005)



2. 5次元時空の初期値問題



5次元時空での初期値設定問題
仮定
・時間反転対称、回転なし、漸近平坦

・共形平坦

ハミルトニアン拘束方程式

解く領域

境界条件

→



Case1. 4次元楕円体分布

・SO(3) 対称性

・ハミルトニアン拘束方程式 (Grid size 500^2)

・物質分布、密度 b

a



4次元楕円体に対する初期値解系列

・赤線はApparent horizon.

・★はKretschmann Invariant の最大値の場所.



4次元楕円体に対する初期値解系列

・赤線はApparent horizon.

・★はKretschmann Invariant の最大値の場所.



Case2. 4次リング分布
・U(1)×U(1) 対称性

・ハミルトニアン拘束方程式 (Grid size 500^2)

・物質分布、密度



リング apparent horizon 探索



4次元リング分布に対する初期値解系列

Rr/rs=0.1で固定

・赤線はApparent horizon.

・★はKretschmann Invariant の最大値の場所.



4次元リング分布に対する初期値解系列

Rr/rs=0.1で固定

・horizonの表面積。



ハイパー・フープ仮説の検証 (楕円体分布)

・対称軸R, z に対して2次元面を定義。

・δV=0の条件を課し、面積が最小に
なる場所を探す。

(for z-axis)

(for R-axis)



(for z-axis)

(for R-axis)

ハイパー・フープ仮説の検証 (楕円体分布)



値は不等式の右辺項で規格化。

ハイパー・フープ仮説の検証 (楕円体分布)



S1×S1 hoop

S2 hoop

ハイパー・フープ仮説の検証 (リング分布)



S1×S1 hoop

S2 hoop

ハイパー・フープ仮説の検証 (リング分布)



3. 5次元時空での重力崩壊シミュレーション



5次元時空での重力崩壊シミュレーション

・ADM(4+1)形式。
・回転なし。
・非衝突粒子で物質分布を表現し、測地線方程式を解く。
・Apparent horizon 探索と、Kretschmann invariant の計算。
・Cartoon method を用いる(Grid size 1302×22)。

SO(3)  

sym

U(1)×U(1) 

sym

U(1)×U(1) 

sym

5次元スピンドル重力崩壊 5次元リング重力崩壊



時間発展方程式（4+1 分解）

計量：

2nd-order differential scheme

Iterative Crank-Nicolson method

Courant factor 0.2 



スライス条件（ラプス）α

・Maximal time slicing condition

境界条件：

“Singularity avoidance”*z軸方向の時間一定面



スライス条件（シフト）β

・Minimal strain condition

境界条件：

congruence :

“anti grid-stretching”

βx



Matter = particles

5000 particles

Runge-Kutta 法

n : 数密度



Matter = particles cf. SPH

Smoothing kernel 



Matter = particles cf. SPH

n : 数密度



Cartoon method
Alcubierre, Brandt, Bruegmann, Holz, Seidel, Takahashi, Thornburg, 

gr-qc/9908012

円筒座標

Cartesian 座標

(x, 0, z)面上の値を、(x, y, z)へ補間。



Cartoon method (4-dim)
Alcubierre, Brandt, Bruegmann, Holz, Seidel, Takahashi, Thornburg,

gr-qc/9908012

scala

r

vector

tensor



Cartoon method (5-dim)
Shibata, Yoshino, PRD 80 (2009) 084025

scalar vector

tensor

SO(3)の場合（x=y=z, w）



4次元時空でのSpheroidal Collapse

ST result Our result



5次元時空でのSpheroidal Collapse
Yamada, Shinkai, PRD 83, 064006

SO(3) sym (初期の離心率 0.9)



5次元時空でのSpheroidal Collapse
Yamada, Shinkai, PRD 83, 064006

SO(3) sym U(1) × U(1) 

sym



5次元時空でのSpheroidal Collapse

4次元、5次元重力崩壊の比較

・重力波放出が、球形状への重力崩壊に影響。

・5Dでは、重力波が4Dより多く放出される。



5D collapses

・proceed rapidly

・towards spherically

・AH forms in wider ranges



5次元時空での Ring Collapse

・ADM(4+1)形式。

・非衝突粒子5000個。

・S3, S2×S1トポロジーのApparent horizon 探索。

・Cartoon method (Grid size 1302×22)。

・スライス条件
ラプス：Maximal time slicing condition

シフト：β=0



5次元時空での Ring Collapse

t/M = 3.2  リング horizon
t/M = 1.5  共通horizon

t/M = 3.8  共通 horizon



まとめと今後の課題
ハイパー・フープ仮説

・S3トポロジーを持つhorizon形成条件としては、妥当。

・ブラック・オブジェクトに対して必ずしも有効であるとは限らない。

重力崩壊Sim

・5D vs. 4D 楕円体形状の重力崩壊（回転なし）

-- 重力崩壊が迅速に進む、 物質形状が球形状に近づく。

-- 極端に大きな物質分布の崩壊で、裸の特異点形成。

・5D リング重力崩壊（回転なし）

no horizon common horizon

ring horizon

今後の課題

・回転を入れる。

・時間発展でのフープ仮説検証

・スライス条件の変更

・Event horizon探索

・安定性解析


