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10. いよいよ、外部磁場中のポジトロニウムを考えよう。全ハミルトニアンは 

𝐻 = 𝐻# + 𝐻% = 𝐴𝑆) ⋅ 𝑆+ +
𝑒𝐵
𝑚
(𝑆)0 − 𝑆+0) 

と表される。この固有値と固有状態を求めたい。 
(i) 9.の(iii)に現れた固有状態のうち２個と、(iv)に現れた固有状態のうち２個は

共通している。それらの状態に対する固有エネルギーを求めよ。 
 
(ii) 次の空欄や？の欄を埋めよ。 
「残りの２個の固有状態は磁場𝐵が小さいか大きいかによって係数が変わるの

で、エネルギー固有値を求めるには２×２の行列の対角化が必要である。準備

として𝑆)0上向きかつ𝑆+0下向きを|+ −⟩、𝑆)0下向きかつ𝑆+0上向きを|− +⟩と表そ

う。(|+ −⟩, |− +⟩)の基底で𝐻% =
67
8
(𝑆)0 − 𝑆+0)を表すと9? 0

0 ?<と対角成分のみで

表現される。基底を変換し、9|=>⟩=|>=⟩
√+

, |=>⟩>|>=⟩
√+

<の基底で𝐻% =
67
8
(𝑆)0 − 𝑆+0)を表

すと今度は非対角項が生じて	

𝑯𝒃 = 9? ? ? ?
? ? ? ?< (1)	

	

となる。これだけでは何故基底を
|=>⟩=|>=⟩

√+
と

|=>⟩>|>=⟩
√+

にしたか分からないが、そ

のご利益は𝐻#を扱うとはっきりする。𝐻#は	

𝐻# = 𝐴𝑆) ⋅ 𝑆+ =
𝐴
2
D𝑆EFE#G+ − 𝑆)+ − 𝑆++H 

と書け、
|=>⟩=|>=⟩

√+
と

|=>⟩>|>=⟩
√+

が𝑆EFE#G+ の固有状態であることを用いると、𝐻#は	

𝑯𝒂 = 9? ? ? 𝟎
𝟎 ? ? ?<

(2)	



と書ける。(1)式と(2)式を使い、𝐻 = 𝐻# + 𝐻%の固有値を求めると固有エネルギ

ーが________________と求まる。」	
	

(iii)	(i)と(ii)で求めた固有エネルギーを磁場𝐵の関数としてグラフに表せ。	

 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
11. (量子ダイナミクス) Schrodinger 表示では波動関数が時間発展し、𝑥Lや�̂�など

といった演算子は時間に寄らない。一方、Heisenberg 表示の演算子𝐴OPはそれ自

体が時間発展する： 
𝐴OP = 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝐻R𝑡/ℏ)	𝐴O	𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝐻R𝑡/ℏ) 

演算子を t=0 のブラケットで挟むことで観測量の期待値が得られる： 
〈𝐴O〉 = Y𝜓(0)[𝐴OP[𝜓(0)\ 

Heisenberg 表示を用いた次の問いに答えよ。 
(i) Heisenberg 表示の演算子は次の運動方程式を満たすことを示せ。 

𝑖ℏ
𝑑
𝑑𝑡 𝐴

OP = ^𝐴OP, 𝐻R_ + `𝑖ℏ
𝜕𝐴O
𝜕𝑡b

P
 

ただし^𝐴O, 𝐵c_ = 𝐴O𝐵c − 𝐵c𝐴Oは交換関係を表す。最後の項は、元々Schrodinger 表示

の演算子𝐴Oが露わに時間に依存していた場合につけ加わる項である。 
 
大きさが𝐵dで z 方向を向いた静磁場中に置かれた電子スピンの運動を考える。

ハミルトニアンはスピン 1/2 の演算子を用いて 

𝐻R = −�⃗� ⋅ 𝐵f⃗ = 𝑔
𝑒
2𝑚𝑆O0𝐵d 

で与えられる。 
 
(ii) Heisenberg 表示のスピン演算子の x,y,z 成分𝑆Oh,P、𝑆Oi,P、𝑆O0,Pの満たす方程式

を求めよ。運動方程式を眺めると、スピンベクトルがどのような運動をするか

が分かる。その運動の様子を図示せよ。 
 
 
 
  


