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16.(ポテンシャル問題) 質量𝑚の粒子が、幅𝑎、深さ𝑉$の１次元引力井戸型ポテ

ンシャル 

𝑉(𝑟) = )		−𝑉$, −𝑎/2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎/2
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒					  

に束縛されている。束縛状態の数を𝑉$の関数として求めたい。𝑉$ > 0とする。 
(i) ここでは計算を少しでも簡単にするため、井戸の𝑥座標を𝑎/2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎/2とし

た。この時、ハミルトニアンは𝑥座標の反転操作𝑥 → −𝑥で不変であるため、固有

関数は偶関数もしくは奇関数となる。 
波動関数が偶関数の場合、 

𝜑(𝑥) = ) _______________, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎/2
		______________,																𝑎/2 ≤ 𝑥					 

（かつ𝜑(−𝑥) = 𝜑(𝑥)）と書ける。ここで、𝑥 = 𝑎/2で=>(?)
=(?)

が連続であることから、

𝛼 = _______、𝛽 = _______とおくと𝛽 = 𝛼	𝑡𝑎𝑛	𝛼、および𝛼C + 𝛽C = _______が成り立つ。 
次に波動関数が奇関数の場合、 

𝜑(𝑥) = ) _______________, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎/2
		______________,																𝑎/2 ≤ 𝑥						 

（かつ𝜑(−𝑥) = −𝜑(𝑥)）と書ける。上と同じように𝛼と𝛽をおくと、𝛽 = −𝛼	𝑐𝑜𝑡	𝛼、
および 𝛼C + 𝛽C = (																	)が成り立つ。 
(ii)	𝛼と𝛽が共に正であることに注意すると、固有状態の数は 𝛼𝛽 平面の第一象

限における 
  𝛽 = 𝛼	𝑡𝑎𝑛	𝛼 と 𝛼C + 𝛽C = (																	)の交点の数 
  𝛽 = −𝛼	𝑐𝑜𝑡	𝛼 と 𝛼C + 𝛽C = (																	)の交点の数 
の和となる。束縛状態の数を 𝑉$ の関数としてグラフに表せ。 
 
(iii) 上の(ii)の答えと 15 の(v)の答えとの関連を述べよ。 
 
 



17.(散乱問題) クーロンポテンシャル 

𝑈(𝑟) =
𝑒C

4𝜋𝜀$
1
𝑟 

による散乱を考えたい。 
(i) 湯川型ポテンシャル 

𝑌(𝑟) =
𝑒C

4𝜋𝜀$
exp(−𝜇𝑟)

𝑟  

のフーリエ変換𝑌Q(�⃗�)を求めよ。ただし、関数𝑓(𝑟)のフーリエ変換𝑓Q(�⃗�)を 

𝑓Q(�⃗�) = T𝑓(𝑟)exp(−𝑖�⃗� ⋅ 𝑟) 𝑑�⃗� 

で定義する。 
 
(ii)前問の結果において、𝜇 → 0とすることでクーロンポテンシャル 

𝑈(𝑟) =
𝑒C

4𝜋𝜀$
1
𝑟 

のフーリエ変換𝑈Q(�⃗�)を求めよ。 
 
(iii)	質量𝑚、波数𝑘X⃗ Yの粒子がクーロンポテンシャル𝑈(𝑟)で散乱されるときの散乱

微分断面積をボルン近似で求めると 

𝑑𝜎
𝑑Ω = \

𝑚
2𝜋ℏC^

C
|𝑈Q(�⃗�)|C 

となる。ただし、�⃗� = 𝑘X⃗ Y − 𝑘X⃗ `である。ここで、𝑘X⃗ Yと𝑘X⃗ `のなす角を𝜃とすると、𝑘 =
b𝑘X⃗ Yb = b𝑘X⃗ `bを用いて|�⃗�| = 2𝑘	𝑠𝑖𝑛(𝜃/2)と書けることを利用して、𝑑𝜎/𝑑Ωの表式を

求めよ。 
 
(iv) (iii)の結果を、古典力学におけるクーロンポテンシャルによる散乱断面積 

𝑑𝜎
𝑑Ω = c

𝑒C

4𝜋𝜀$
1

4𝐸sinC(𝜃/2)h
C

 

と比較せよ。ただし𝜃は散乱角、𝐸は入射粒子のエネルギーである。 
（以上） 
 
 


