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18.(散乱問題) 質量 𝑚 の粒子が、浅い３次元井戸型ポテンシャル 

𝑉(𝑟) = '		−𝑉*, 𝑟 < 𝑅
0, 𝑟 ≥ 𝑅 

で散乱される際の断面積を考える。 
(i)低エネルギー散乱においては、部分波の方法が有効である。𝑙 = 0の部分波の

みを考え、井戸の内側での波動関数を(𝑠𝑖𝑛	𝑘′𝑟)/𝑟、外側での波動関数を位相のず

れを用いて7𝑠𝑖𝑛	(𝑘𝑟 + 𝛿*):/𝑟とかき、散乱長𝒶を用いて位相のずれを𝛿* = −𝑘𝒶と

書くと、aは 
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と求まることを示せ。 

(ii)	𝑉*が小さい（𝑉* ≪
ℏL

MNOL
）として、𝑡𝑎𝑛を展開し、散乱長を𝑉*の最低次で求め

よ。 𝜎 = 4𝜋𝒶Mを用いて散乱の全断面積𝜎を求めよ。 
 
前問で求まった散乱断面積は𝑉*Mに比例するので、ボルン近似を思い起こさせる。

𝑉*が小さいと両者は一致するのか比較してみよう。ボルン近似の散乱の微分断

面積の表式は、 
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であった。 
(iii) ボルン近似の表式において、𝑘 ⟶ 0の極限を考えるため𝑒\7]⃗̂`a]⃗̂b:∙d⃗を 1 で近

似しよう。フーリエ変換の部分は単に𝑉*と半径𝑅の球の体積の積になる。散乱の

全断面積𝜎を求め、(ii)の結果と比較せよ。 
 



19. １次元井戸型ポテンシャルの反射・透過の問題（15 番）を境界での反射を

組み合わせることにより、より直感的に解けることを示そう。 
まず、波数𝑘を持つ質量 𝑚 の粒子が、ポテンシャルのない 𝑥 < 0 の領域から引

力ポテンシャルのある 𝑥 > 0 の領域に入射したとする。	

𝑉(𝑥) = ' 				0			,													𝑥 < 0
		−𝑉* < 0, 	𝑥 > 0 

振幅反射率 𝑟、振幅透過率 𝑡 を次のように定義する。 

𝜑(𝑥) = ' exp
(𝑖𝑘𝑥) + 𝑟	exp(−𝑖𝑘𝑥)	, 𝑥 < 0

𝑡	exp(𝑖𝑘l𝑥), 																												𝑥 > 0 

(i)  𝑟 と 𝑡 を求めよ。 
上記の 𝑟 と 𝑡 は「ポテンシャルがないところからあるところに入った時の」

振幅反射率と振幅透過率である。今度は逆の「ポテンシャルがあるところから

ないところに出て行く時の」振幅反射率 𝑟l と振幅透過率 𝑡l を求めたい。よっ

て、以下のような状況を考える。 
粒子が、ポテンシャルのある 𝑥 < 0の領域からポテンシャルのない 𝑥 > 0 の領

域に出て行くとする。	

𝑉(𝑥) = '		−𝑉* < 	0,														𝑥 < 0
											0,																				𝑥 > 0 

振幅反射率 𝑟l、振幅透過率 𝑡l を次のように定義する。 

𝜑(𝑥) = 'exp
(𝑖𝑘l𝑥) + 𝑟l	exp(−𝑖𝑘l𝑥)	, 𝑥 < 0

𝑡l	exp(𝑖𝑘𝑥), 																												𝑥 > 0  

(ii) 𝑟l と 𝑡l を求めよ。 
準備が整ったので、改めて１次元井戸型ポテンシャルの反射・透過の問題を考

える。ポテンシャルを 

𝑉(𝑥) = '		−𝑉*, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒  

と表す。１次元井戸型ポテンシャルによる振幅透過率を 𝑡qrssとする。粒子が透

過するためには、 
(1)	𝑥 = 0の面を透過し、位相を𝑘l𝑎だけ発展させた後、𝑥 = 𝑎の面を透過する。 
(2)	𝑥 = 0の面を透過し、位相を𝑘l𝑎だけ発展させた後、𝑥 = 𝑎の面で反射し、 
     位相を𝑘l𝑎だけ発展させた後、𝑥 = 0の面で反射し、 
     位相を𝑘l𝑎だけ発展させた後、𝑥 = 𝑎の面を透過する。 



(3) …（以下、反射の部分が増えて行く） 
の全てのプロセスの和と、考えられる。 
 
(iii)以上の考察を 𝑡qrss に当てはめると、 

𝑡qrss = 𝑡𝑒\]tu𝑡l + 𝑡𝑒\]tu𝑟l𝑒\]tu𝑟l𝑒\]tu𝑡l + ⋯ 
となることを示せ。 
 
(iv)無限和を計算し、粒子が１次元井戸型ポテンシャルを透過する確率である

𝑇qrss = |𝑡qrss|Mを𝑘, 𝑘l, 𝑎の関数として求め、15.の結果と比較せよ。 
 

(v)𝑉* = 3𝐸 = 3 ℏ
L]L

MN
 として𝑘と𝑘lの関係を求めよ。さらにこの条件の元で𝑇qrssを

𝑎の関数としてグラフに表せ。 
 
このような直感的な方法の利点の一つは、理想的でない効果も取り入れやすい

ことにある。例えば、井戸型ポテンシャルを伝搬する粒子の量子力学的位相が

不純物散乱などの効果で徐々に減衰していくとしよう。この効果は正の定数ηを

用い、𝑒\]tuを𝑒a|u}\]tuとすることで取り入れることができる。 
 
(vi)減衰の効果を取り入れると(v)のグラフはどのように変化するか。複数のηの
値を選び、グラフを書いてその効果を示せ。 
  


