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24.(磁場中の電子) 電子１個が 𝑧 方向を向いた一様な静磁場（𝐵#⃗ = 𝐵𝑧̂）の中を

運動している。ハミルトニアンは、Π() = 𝑝̂) − 𝑒𝐴.)		,				Π(1 = 𝑝̂1 − 𝑒𝐴.1を用いて 
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と表せる。ここでは、２次元面内の運動にのみ注目して、 
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の性質を調べよう。 
(i) 9𝑥;, Π()<、9𝑦;, Π(1<、9Π(), Π(1<を計算せよ。必要なら運動量演算子の位置座標表示 
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ℏ
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を用いよ。 

(ii)ハイゼンベルグ表示を用いて
A);
AB
、
A1;
AB
とΠ()、Π(1の関係を調べ、さらに
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、
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を

調べることで、粒子の運動を運動方程式で表せ。
FG
H
は運動の何を決めるか。 

(iii) 𝑎; = C(DJKC(E
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、𝑎;M = C(DNKC(E
√3ℏFG

と定義する。𝑎;と𝑎;Mの交換関係を求めよ。 

(iv) 生成・消滅演算子の通常の取り扱いを用いて、系のエネルギー固有値が 
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で表されることを示せ。ここで nはゼロを含む負でない整数である。 
(v)系の基底状態を求めよう。ベクトルポテンシャルにはゲージの自由度がある。

ここでは 𝐴 = (0,			𝑥𝐵, 0) と取ろう。𝑎;|0⟩ = 0を解くと、任意の定数𝑘1を用いて

基底状態の波動関数 ψ(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑥⃑|0⟩ は 
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と書けることを示せ。 



(vi) 前問で得られた波動関数は一見 𝑦 方向には全域に広がっているのに 𝑥 に
関しては局在しているように見え、ハミルトニアンが等方的なことと矛盾して

いるように見える。しかしこの波動関数の本質は 𝑘1 に関して無限個の波動関

数がエネルギー的に縮退していることにある。∫ ψ^E(𝑥, 𝑦)𝑑𝑘1
k
Nk 、および

∫ ψ^E(𝑥, 𝑦)exp l−
ℏ^Em
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k
Nk を計算し、それぞれ積分の結果が 𝑦 に関して局在、

もしくは 𝑥, 𝑦 の両方に関して局在していることを示せ。（特に最後の波動関数

の密度分布では𝑥, 𝑦に関して対称性が復活している。） 
 
25. (Bogoliubov 変換) フェルミオンが２つの状態の間を行ったり来たりする系

がある。フェルミオンの演算子𝑐p, 𝑐3を用いると、ハミルトニアンは 
𝐻(q = −ℏ𝐽g𝑐̂p

M𝑐̂3 + 𝑐̂3
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と書ける。 
 (i)全粒子数の演算子𝑛; = 𝑐̂p

M𝑐̂p + 𝑐̂3
M𝑐̂3とハミルトニアンの交換関係を計算し、こ

のハミルトニアンでは全粒子数が保存することを確かめよ。 
 
次に超伝導などで現れる、粒子数が保存しないハミルトニアンを考えよう。フ

ェルミオン演算子𝑐̂p, 𝑐̂3を用いてハミルトニアンが 
𝐻(s = −ℏ𝑔g𝑐p̂

M𝑐̂3
M + 𝑐̂3𝑐̂ph 

とかけると仮定する 
(ii)	𝐻(sは粒子数を保存しないことを示せ 
複素数𝑢, 𝑣を用いて新しい演算子𝑎;p, 𝑎;3を 

𝑎;p
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𝑎;3 = 𝑐̂p
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で定義する。（共役を取ると𝑎;p = 𝑐̂p𝑢∗ − 𝑐̂3

M𝑣∗、𝑎;3
M = 𝑐̂p𝑣 + 𝑐̂3

M𝑢が成り立つ。） 
(iii)	𝑎;p, 𝑎;3とその共役が全てフェルミオンの交換関係（＝反交換関係）を満たす

ために、複素数𝑢, 𝑣が満たすべき条件を求めよ。 
 
(iv) 複素数𝑢, 𝑣を適当に選ぶと、𝑎;p, 𝑎;3を用いてハミルトニアンを 

𝐻(s = 𝐸x + 𝐸pg𝑎;p
M𝑎;p + 𝑎;3

M𝑎;3h 
のように対角化することができる。複素数 𝑢, 𝑣 の例を挙げよ。また、エネルギ

ー固有値を全て求めよ。 
  


