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本稿では, Orlovの定理とGeigle-Lenzing完全交叉環の２つのテーマを扱う.
Orlovの定理 [O]は, Auslander-Buchweitz理論の次数付きGorenstein環Rに対する大

幅な改良と見なすことができる. 極大 Cohen-Macaulay加群の安定圏 CMZRを, 導来圏
Db(modZR)の三角部分圏として実現するものであり, 多くの非自明な結論を導く強力な定
理である. 近年の可換環論における最大級の発見の一つと言っても過言ではないだろう.
本稿はOrlovの定理に関する概説から始める.
一方, 重み付き射影直線は 1987年にGeigle-Lenzing [GL]によって導入されたものであ

る. これはRingel [R]が 1984年に導入した標準多元環と導来圏同値であり, 今日では箙の
道多元環とともに, 多元環の表現論における基本的対象として深く研究されている. 近年
ではミラー対称性の研究においても重要な役割を果たしている [KST1, KST2]. 本稿では,
[HIMO]に従って重み付き射影直線の高次元化であるGeigle-Lenzing完全交叉環を導入し
て基本的な性質を調べる. その際にOrlov型の定理が, 重要な役割を果たすのである.

1. Orlovの定理

1.1. Auslander-Buchweitz理論. この節では, Rを局所 Gorenstein環とし, CMRで極
大Cohen-Macaulay R加群の圏を表す. Auslander-Buchweitzによる以下の定理は良く知
られている.

定理 1. [AB] 任意の有限生成R加群Cに対し, R加群の完全列

0 → YC → XC → C → 0 および 0 → C → Y C → XC → 0

で, XC , XC ∈ CMRであり, YC , Y Cの射影次元が有限であるものが存在する.

これを導来圏の観点から定式化した, Buchweitz [Bu]による三角圏同値

Db(modR)/Kb(projR) � CMR (1.1)

も良く知られている. ここでDb(modR)はmodRの有界導来圏, Kb(projR)は projRの有界
ホモトピー圏であり, 左辺はDb(modR)の三角部分圏 Kb(projR)によるVerdier商である.
一方, 右辺は極大Cohen-Macaulay加群の圏CMRの, 射影対象を通過する射全体のなすイ
デアルによる商である.1

一般に三角圏 T とその三角部分圏 U が与えられたとき, 良い状況では, 自然な関手
T → T /U が右もしくは左随伴関手（あるいは両方）を持つ. その場合には, T の部
分圏として Verdier商 T /U を実現することができる. しかし (1.1)の場合, 自然な関手
Db(modR) → CMRは, 右随伴関手も左随伴関手も持たないことが簡単に分かる.
次節では, 局所環の代わりに次数付き環を扱うことにより, この状況が大幅に改善され

ることを観察する.

1左辺の商を特異導来圏と呼び, 記号 Dsg(R)で表すこともある.



1.2. Orlovの発見. この節では, Z次数付きGorenstein環R =
⊕

i=0 Riで, k := R0が体
であるものを扱う.
以下, Orlovの発見を可能な限り平易な形で述べることを試みる. modZRでZ次数付き

有限生成R加群の圏, CMZRで極大Cohen-Macaulay加群の成す充満部分圏, projZRで射
影加群の成す充満部分圏を表す. このとき

D := Db(modZR) ⊃ P := Kb(projZR)

に対して, 前節の局所環の場合 (1.1)と全く同様に, 三角圏同値

D/P � CMZR (1.2)

が存在する.
さらにいくつかの記号を準備する必要がある. X ∈ modZRの i次部分を Xi で表す.

i ∈ Zに対して,

mod≥iR := {X ∈ modZR | ∀j < i, Xj = 0}, D≥i := Db(mod≥iR)

とおくと, D≥iはDの三角部分圏となる. また, Gorenstein環RはR自身を双対化複体に
持つので, 導来圏の自己双対

(−)∗ := RHomR(−, R) : D → D
が得られる. このとき, Dの部分圏D≥0と (D≥1)∗の共通部分を考えると, 次の主張が成立
する.

定理 2. Rを Z次数付きGorenstein環とする. このとき, 以下の三角圏同値が存在する:

D≥0 ∩ (D≥1)∗ → CMZR.

つまりDの商圏 CMZRが, Dの部分圏D≥0 ∩ (D≥1)∗として実現されるのである. 以下
に証明を与えるが, その際に基本となるのが, 次の概念である.

定義 3. 三角圏の thick部分圏とは, 直和因子で閉じた充満三角部分圏のことである.
三角圏 T とその thick部分圏X , Y が以下の 2条件を満たす時に, T = X ⊥ Y と表し,

これを半直交分解と呼ぶ.2

(A) HomT (X ,Y) = 0.
(B) 任意の T ∈ T に対して, 三角X → T → Y → X[1]でX ∈ X , Y ∈ Yとなるもの
が存在する.

半直交分解 T = X ⊥ Yから, 三角圏同値X � T /YおよびY � T /X が得られることは
基本的である. 以下ではこの事実を頻繁に用いる. また, 自然な関手 T → T /Yは右随伴
関手 T /Y � X ⊂ T を持ち, 自然な関手 T → T /X は左随伴関手 T /X � Y ⊂ T を持つ.

定理 2の証明. 全ての生成元の次数が i以上（i以下）であるような Z次数付き有限生成
射影R加群の圏を proj≥iR（proj≤iR）で表し, 以下のPの部分圏を考える:

P≥i := Kb(proj≥iR), P≤i := Kb(proj≤iR).

(Step 1) 以下の半直交分解を示す:

D = P≤i−1 ⊥ D≥i (1.3)

P = P≤i−1 ⊥ P≥i. (1.4)

(1.3)のみ示す. HomD(P≤i−1,D≥i) = 0は明らかなので, 条件 (B)のみ示せば良い.
任意の P ∈ projZRに対し, (i − 1)次以下の斉次元で生成される P の部分加群を P≤i−1

で表し, P≥i := P/P≤i−1とおくと, 分裂完全列 0 → P≤i−1 → P → P≥i → 0が得られる.

2ねじれ対, 安定 t構造とも呼ばれ, また T = 〈Y,X〉と表す場合もある.



任意のDの対象は, 右に有界な複体Q = (· · · d−1

−−→ Q0 d0

−→ Q1 d1

−→ · · · ) ∈ K−(projZR)と
同型であり, 各 j ∈ Zに対して dj(Qj) ⊂ radQj+1が成立するとして一般性を失わない. す
ると以下の可換図式によって, Q≤i−1 ∈ P≤i−1とQ≥i ∈ D≥iが定まる（k = R0であること
より, Q≤i−1が有界複体となることに注意せよ）:

Q≤i−1

��

· · · �� (Q−1)≤i−1 ��

��

(Q0)≤i−1 ��

��

(Q1)≤i−1 ��

��

· · ·

Q

��

· · · d−2
�� Q−1 d−1

��

��

Q0 d0
��

��

Q1 d1
��

��

· · ·

Q≥i · · · �� (Q−1)≥i �� (Q0)≥i �� (Q1)≥i �� · · ·

これより三角Q≤i−1 → Q → Q≥i → Q≤i−1[1]が得られるので, 条件 (B)が成立することが
示された.
(Step 2) 以上より三角圏同値

CMZR
(1.2)
� D/P � (D/P≤i−1)/(P/P≤i−1)

(1.3),(1.4)
� D≥i/P≥i (1.5)

が得られる.
(Step 3) (1.3)の半直交分解D = P≤0 ⊥ D≥1の右辺に, Dの自己双対 (−)∗を適用すると,
Dの半直交分解

D = (D≥1)∗ ⊥ (P≤0)∗ = (D≥1)∗ ⊥ P≥0 (1.6)

が得られる. ここで (P≤0)∗ = P≥0となることを用いた.
(Step 4) 次の半直交分解を示す:

D≥0 = (D≥0 ∩ (D≥1)∗) ⊥ P≥0. (1.7)

半直交分解 (1.6)から, HomD(D≥0 ∩ (D≥1)∗,P≥0) = 0が成立し, さらに任意のX ∈ D≥0

に対して, 三角
Y → X → Z → Y [1]

で Y ∈ (D≥1)∗かつ Z ∈ P≥0となるものが存在する. P≥0 ⊂ D≥0であることと, D≥0はD
の三角部分圏であることから,この三角の項は全てD≥0に属する. とくにY ∈ D≥0∩(D≥1)∗

が成立する. 以上より主張が示された.
(Step 5) 以上より, 三角圏同値

D≥0 ∩ (D≥1)∗
(1.7)
� D≥0/P≥0 (1.5)

� CMZR

が得られる. �

Orlovの発見はCMZRのみならず, 射影スキーム上の連接層の導来圏も対象としている.
以下, modZ

0Rで k上有限次元のZ次数付きR加群の成す圏を表す. これはmodZRの Serre
部分圏となり, 商アーベル圏

qgrR := modZR/modZ

0R

が定まる. Rが次数 1の元で生成される場合には, qgrRは射影スキーム Proj R上の連接
層の圏と同値であり, 一般の場合にもスタック上の連接層の圏と見なされる.

qgrRの導来圏Db(qgrR)も, CMZRと同様にDb(modZR)のVerdier商として表される:

Db(modZR)/Db(modZ

0R) � Db(qgrR).



Koszul双対性をご存じの方は, CMZRと Db(qgrR)の間の, 何らかの類似性を期待したく
なるだろう. 実際, 定理 2と同様に, Db(qgrR)もDb(modZR)の部分圏として実現されるの
である.

定理 4. Rを Z次数付きGorenstein環で, a不変量を aとする. このとき以下の三角圏同
値が存在する:

D≥0 ∩ (D≥a+1)∗ → Db(qgrR).

証明は定理 2と同様なので省略する.
以上の結果の応用を挙げてこの章を終えることにする. D≥0 ∩ (D≥1)∗とD≥0 ∩ (D≥a+1)∗

はともにDの部分圏であるため, これらの間の包含関係を考えることができるが, 定理 2
および 4から直ちに, 次の結果が得られる.

系 5. [O] Rを Z次数付きGorenstein環で, a不変量を aとする.

(a) a < 0ならば, CMZRはDb(qgrR)の thick部分圏と三角圏同値である.
(b) a = 0ならば, CMZRはDb(qgrR)と三角圏同値である.
(c) a > 0ならば, Db(qgrR)は CMZRの thick部分圏と三角圏同値である.

圏 CMZRあるいはDb(qgrR)を扱った経験のある方は, この結果の意外性に驚くに違い
ない. これらの三角圏同値は一意的なものではないことにも注意されたい.
この系 5がOrlovの定理として広く知られているものであるが, 導来圏の中にCMZRと

Db(qgrR)を実現した定理 2および 4に, より基本的な重要性がある. Orlovの定理の意義
は, いまだ十分に理解されているとは言い難く, これは今後の表現論あるいは可換環論に
おける重要問題の一つとなるだろう.
以下, 本稿ではOrlovの定理をGeigle-Lenzing完全交叉環という特別な環に応用する.

2. Geigle-Lenzing完全交叉環

以下, kを基礎体とする. 射影空間P
dの斉次座標環を k[T0, . . . , Td]とし, 各 1 ≤ i ≤ nに

対して, P
d内の超平面L1, . . . , Lnが一次式

�i =
d∑

j=0

λijTj ∈ k[T0, . . . , Td].

で定義されるとする. 正整数の組 (p1, . . . , pn)に対し, 可換 k代数Rを

R := k[T0, . . . , Td, X1, . . . , Xn]/(Xpi

i − �i | 1 ≤ i ≤ n)

と定める. さらに �xi (1 ≤ i ≤ n)と�cで生成される自由アーベル群 〈�x1, . . . , �xn,�c〉の剰余群
L := 〈�x1, . . . , �xn,�c〉/〈pi�xi − �c | 1 ≤ i ≤ n〉

を考える. deg Xi := �xi, deg Tj := �cとおくことにより, Rは L次数付き k代数となる. R
の基本的な性質を挙げる.

• RはKrull次元 d + 1の完全交叉環である.
• Rの a不変量は

�ω := (n − d − 1)�c −
n∑

i=1

�xi ∈ L

で与えられる. つまり L次数付きR加群としての同型 Extd+1
R (k, R(�ω)) � Rが存

在する.

以下, 本文を通して L1, . . . , Lnが一般の位置にあると仮定する. このとき, 組 (R, L)を
Geigle-Lenzing完全交叉環と呼ぶ. d = 1の場合, これはGeigle-Lenzingによって導入され
た重み付き射影直線 [GL]の斉次座標環に他ならない.



2.1. Cohen-Macaulay表現論. L次数付き有限生成R加群の圏をmodLRで表す. この
節では [HIMO]に従って, L次数付き極大Cohen-Macaulay R加群の圏

CMLR := {X ∈ modLR | ∀i > 0 Exti
R(X, R) = 0}

を調べる. 安定圏 CMLRは三角圏であり, Auslander-Reiten-Serre双対性と呼ばれる関手
的同型

HomCMLR(X, Y ) � D HomCMLR(Y, X(�ω)[d]) (X, Y ∈ CMLR)

が存在する. ここでDは k双対である.
この節の主目的は, CMLRが（非可換）有限次元 k多元環の導来圏と三角圏同値である

ことを観察することである. そのために次の多元環のクラスを導入する.

定義 6. Lの有限部分集合 Iに対し, I × Iで添字付けられた kベクトル空間

AI := (R�x−�y)�x,�y∈I

を考える. これはRにおける積と行列の積を用いることにより, 有限次元 k多元環の構造
を持つ. つまり r = (r�x,�y)�x,�y∈I ∈ AI と s = (s�x,�y)�x,�y∈I ∈ AI の積を, 以下で定める:

r · s :=

(∑
�z∈I

r�x,�z · s�z,�y

)
�x,�y∈I

.

次に, �xi (1 ≤ i ≤ n)と �cで生成される Lの部分モノイドを, L+で表わす. �x − �y ∈ L+

であるときに �x ≥ �yと表わすことにより, Lは半順序集合となる. �x, �y ∈ Lに対して,

[�x, �y] := {�z ∈ L | �x ≤ �z ≤ y}
とおく. このとき,

�δ := d�c + 2�ω ∈ L

から定まる k多元環
ACM := A[0,�δ]

を, CM標準多元環と呼ぶ.

定理 7. [HIMO] (R, L)をGeigle-Lenzing完全交叉環とするとき, 以下の三角圏同値が存
在する:

CMLR � Db(modACM).

定理 7の略証. Lの部分集合 Iに対して,

modIR := {X ∈ modLR | ∀�x ∈ L\I, X�x = 0}, DI := Db(modIR)

とおく. このとき定理 2と全く同様にして, 次の三角圏同値が示される:

DL+ ∩ (D−L
c
+)∗ � CMLR. (2.1)

ここで−L
c
+は, Lにおける−L+の補集合である.

一方, k上有限次元の加群からなるmodLRの充満部分圏をmodL

0Rで表わし,

modI
0R := modIR ∩ modL

0R, SI := Db(modI
0R)

とおく. このときACMの定義から, 圏同値

mod
[0,�δ]
0 R � modACM および S [0,�δ] � Db(modACM) (2.2)

が存在することが容易に分かる.
ここでRの a不変量が �ωであることより,

(S−Lc
+)∗ = SLc

++�ω (2.3)



が成立し, また群 Lの構造を分析することによって

L+ ∩ (Lc
+ + �ω) = [0, �δ] (2.4)

が容易に示される. 以上より

DL+ ∩ (D−Lc
+)∗ ⊃ SL+ ∩ (S−Lc

+)∗
(2.3)
= SL+ ∩ SLc

++�ω ⊃ SL+∩(Lc
++�ω) (2.4)

= S [0,�δ]

が得られるが, 実はこの左辺と右辺が等しいことが, 正則列を用いた議論により分かる. 以
上をまとめることにより, 三角圏同値

CMLR
(2.1)
� DL+ ∩ (D−L

c
+)∗ = S [0,�δ] (2.2)

� Db(modACM)

が得られる. �
この結果は (d, n) = (1, 3)の場合にKussin-Meltzer-Lenzing [KLM]によって示され, 超

曲面（n = d + 2）の場合に Futaki-Ueda [FU]によって示された. 超曲面でない場合は,
d = 1のときでさえ新しい結果である.
超曲面の場合には, CM標準多元環はA型の箙の道多元環のテンソル積で与えられ, 例

えばこれからKnörrer周期性が直ちに従う:

ACM �
n⊕

i=1

kApi−1.

一般の場合にも, 箙と関係式を用いてACMを表示することができる.
これらの結果の簡単な応用として, 有限表現型のGeigle-Lenzing完全交叉環が分類され

る [HIMO]. また, 高次元 Auslander-Reiten理論において基本的となる, d有限表現型の
Geigle-Lenzing完全交叉環の研究にも, 定理 7は有用である [HIMO].

Geigle-Lenzing完全交叉環に関しては, 多くの興味深い問題が存在するが, ここでは割
愛する. 詳細は [HIMO]を参照されたい.

2.2. Geigle-Lenzing射影空間. この節では [HIMO]に従ってGeigle-Lenzing射影空間を
調べる. 引き続き, L次数付き有限生成R加群の圏をmodLRで表し, k上有限次元の加群
からなる充満部分圏をmodL

0Rで表わす. modL

0RはmodLRの Serre部分圏となっており,
商圏

coh X := modLR/modL

0R

はアーベル圏となる. これをGeigle-Lenzing射影空間X上の連接層の圏と呼ぶ.
d = 1の場合が, Geigle-Lenzingの導入した重み付き射影直線に他ならない. Geigle-

Lenzing射影空間は, 射影空間P
d上の特別な整環によって実現することが可能である [RV,

IL].
coh Xは大域次元 dのアーベル圏であり, また Auslander-Reiten-Serre双対性と呼ばれ

る関手的同型
HomX(X, Y ) � D Extd

X
(Y, X(�ω)) (X, Y ∈ coh X)

が存在する. ここでDは k双対である.
この節では, Geigle-Lenzing射影空間もある有限次元多元環と導来圏同値になることを

観察する. このときに重要なのは, d標準多元環

Aca := A[0,d�c]

である.

定理 8. [HIMO] XをGeigle-Lenzing射影空間とするとき, 以下の三角圏同値が存在する:

Db(coh X) � Db(modAca).



証明は定理 7と同様なので省略する.
n = 0の場合は, 射影空間 P

dに対する Beilinson [Be]の古典的な結果であり, この場合
のAcaをBeilinson多元環と呼ぶ. d = 1の場合が, Geigle-Lenzing [GL]によるものであり,
この場合の AcaがRingel [R]によって導入された標準多元環である. n ≤ d + 1の場合は
Baer [Ba]によって知られており, 最近 n = d + 2の場合が Ishii-Ueda [IU]によって与えら
れた.

Geigle-Lenzing完全交叉環と同様に, Geigle-Lenzing射影空間に関しても多くの興味深
い問題が存在するが, ここでは割愛する. 詳細は [HIMO]を参照されたい.
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